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基于稀疏重构的跳频信号时频分析方法 

沙志超，黄知涛，周一宇，王军华 
（国防科学技术大学 电子科学与工程学院，湖南 长沙 410073） 

摘  要：针对现有时频分析方法存在噪声抑制能力弱、时频聚集性不强的缺点，提出了一种基于稀疏重构的跳频

信号时频分析方法来获取清晰的、高聚集度的时频图。首先根据惩罚函数的思想建立了跳频信号无约束的稀疏重

构模型；然后理论分析了罚函数因子的取值标准；最后用近似 l

0

范数算法求解得出跳频信号的时频图。仿真结果

表明该算法能够有效地获取跳频信号的时频图。 
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Time-frequency analysis of freqency-hopping 

signals based on sparse recovery 

SHA Zhi-chao, HUANG Zhi-tao, ZHOU Yi-yu, WANG Jun-hua 
（School of Electronic Science and Engineering , National University of Defense Technology, Changsha 410073, China） 

Abstract: To overcome the common shortcomings shared by the existing methods: weak suppression noise interference 

and feeble performance of time-frequency concentration, a novel time-frequency analysis method based on sparse repre-

sentation was developed , which could get clear and concentrate time-frequency representation. Firstly, the unconstrained 

sparse representation model of FH signals was established according to the punish function theory. Then, the guideline of 

punish parameters were analysed theoretically and got time-frequency representation by sloving the optimization problem 

used approximate l

0

 norm finally. The simulation results show that this method is capable of getting clear time-frequency 

pattern. 
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1  引言 

跳频技术具有良好的抗干扰性、低截获概率及

多址组网能力，已在军事和民用通信中得到广泛应

用[1]。在通信对抗和无线电监控领域，跳频信号的

检测与参数估计已成为研究的重点。 

跳频信号是指发送信号的载波按照跳频序列进

行跳变，其具有时变、伪随机的载频，属于典型的

非平稳信号，通常采用时频分析方法对其进行检测

和参数估计。目前已有的时频分析方法包括线性变

换和非线性变换[2]。线性变换的时频分析方法包括短

时傅立叶变换（STFT, short time Fourier transform）、

Gabor变换、小波变换及 S变换等，受不确定原理的

制约，其时间分辨率和频率分辨率不可兼得。非线

性变换的时频分析方法以Wigner-Ville分布（WVD）

为代表，具有较高的时频分辨率，但存在交叉项的

干扰。平滑伪 Wigner-Ville 分布（SPWVD）能够抑

制交叉项，但是以损失时频分辨率为代价的。将上

述时频分析方法用做跳频信号处理的文献较多，其

中文献[3～7]较为典型，尽管一些复杂的时频分析方

法提高了时频分布性能，但仍存在噪声抑制能力弱，

时频分辨能力受限的缺点。文献[8]用稀疏线性回归

的方法解决多个跳频信号同时存在时的跳频参数估

计问题，该文献把跳频信号表示成完备的傅立叶基
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之和的形式，附加跳频信号时频稀疏性约束，把跳

频参数估计问题转换为稀疏求解问题，但因其计算

量非常大，只能用于小样本情况。 

为了在低信噪比情况下获取跳频信号清晰的、

高聚集度的时频图，针对现有时频分析方法的不

足，本文提出了一种基于稀疏重构的跳频信号时频

分析方法。该方法具有良好的噪声和交叉项抑制能

力，能够适应较低的信噪比，不仅适应于单网台信

号，也适应于多网台信号。 

2  跳频信号模型及稀疏重构原理 

2.1  跳频信号模型 

根据跳频信号产生原理，假设在观测时间 T内

有 M个跳频信号进入接收机，本文采用如下符号来

描述单天线接收的跳频信号。 

 ( ) ( ) ( )
1

M

m

m

y t s t v t

=

= +
∑

 (1) 

其中，y(t)是接收的 M 个跳频信号与噪声的叠加，

s

m

(t) 表示第 m个跳频信号，v(t)表示零均值、方差

为 2σ 的加性高斯白噪声。对于第 m 个跳频信号，

设其跳周期为 T

m

，在观测时刻 T 内共包含 K 个跳
（hop），第 k 跳对应的载频为

mk

f ，起始跳的持续

时长为
m

Tα ，则 s

m

(t) 可以表示为 

 
( ) ( )

( )

1

0

exp j 2π rect

1

K

m m mk mk

k

m

m m

t

s t a f t

T

t t k T T

−

=

 ′′ = +   
 

′ = − − −

∑

φ

α
 

(2)
 

其中，
m

a 是信号 ( )
m

s t 的幅度，
mk

φ 是第 k个 hop的

初相， ( )rect t 表示单位矩形脉冲。接收的信号经过

数字采样后的表达式为 

 
( ) ( )

( )

1

0

exp j rect

1

K

m s m mk mk

k

m

m m

n

s nT a n

N

n n k N N

−

=

 ′′ = +   
 

′ = − − −

∑

ω φ

α  (3)
 

对应式(1)的含噪接收模型为 

 ( ) ( ) ( )
1

M

s m s s

m

y nT s nT v nT

=

= +
∑

 (4) 

其中， { }0,1, , 1n N∈ −… ，
s

N I T=
 

 

， 2π

mk mk s

f Tω = ，

将式(14)表示为矢量形式 

 
1

M

m

m=

= +
∑

y s v  (5) 

非协作跳频信号处理问题的目标就是在给定

观测数据 { }T

0 1 1

, ,

N

y y y −=y … 情况下，获取跳频率集

{ }
mk

ω ，跳周期
m

T 等未知参数。 

2.2  稀疏重构原理 

考虑信号 P∈y C 在一组标准正交基
1 2

, , ,ψ ψ …  

P

ψ 上是 k稀疏的，则信号可表示为 

 
1

P

i i

i

α
=

=
∑

y ψ 或 =y Ψα  (6) 

其中， [ ]
1 2

, , ,

P P

P

×= ∈Ψ ψ ψ ψ… C ， ,

i i

α = y ψ ，
P∈α C 包含 k个非零系数。 

当观测包含噪声时，式(6)可以改写为 

 = +y Ψα v  (7) 

虽然式(7)可以用最小二乘求解，但观测数据中

的噪声会影响求解的精度，进而影响真实频率检

测。考虑跳频信号的稀疏性，求解式(7)可转化为稀

疏重构问题(8)。 

 
{ }

0

min

s.t.




= +

x

x

y Ax v

 (8) 

3  基于稀疏重构的时频分析 

当备选频率集已知且多普勒频率可以忽略时，

可以设计有限频率集W ，使得接收跳频信号的频
率集{ }

mk

⊂ω W 。当对接收信号频率没有先验知识

时，可以按照要求的精度改变频段划分密度，把全

部频段等间隔划分为 P个频率[8]。根据时间精度需

求将接收的信号 y等间隔划分为 K段长度为 P的数

据 y

i

（可以不重叠）。 

 ( ): 1

i

iL iL P= + −y y  (9) 

其中，L表示分段间隔，则
( )N P

K

L

−
 =
 

 

。将
i

y 依

次按列组成数据观测矩阵 

 [ ]
0 1 1

, , ,

K −=Y y y y…  (10) 

当{ }
mk

ω ⊂ W时，观测矩阵表示为 

 = +Y WX V  (11) 

其中，W 是由频率集W 构成的傅立叶正交基[9]，

0 1

[ , , ]

P−=W ω ω… ，
T

j 1 j

e , ,e

i i

P

i

 =
 

ω …ω ω ，X是表示

观测矩阵时频分布的矩阵，V表示观测噪声矩阵，

,

P K×∈X V C 。 

根据跳频信号的时频稀疏性质可知，矩阵 X 中

对应跳频信号的时频点是稀疏的，又因为非零点都

集中在跳频信号频点对应的行上，所以矩阵 X又是



第 5期 沙志超等：基于稀疏重构的跳频信号时频分析方法 ·109· 

行稀疏的。因此可以构造带罚函数的无约束最优化

函数 

 
( )

( )

2

1 2

0 2,0

arg min

P K

F

X

L

L

µ µ

×∈

= − + +

=  

 

X Y WX X X

X X

C

〓  
(12)

 

L(X) 的第一项代表 X 对观测数据 Y 的逼近程
度，

1

µ 和
2

µ 分别代表 X矩阵点稀疏和行联合稀疏的

惩罚因子。噪声的抑制能力依靠
1

µ 和
2

µ 调节，行联
合稀疏限制非跳频频率集行时频点的幅度趋于 0，点

稀疏则限制不对应跳频信号的时频点处幅度趋于 0。

式(12)是一个非凸优化求解问题，文献[10]中用近似
l

0

范数（AL0）方法求解该类问题。当
1

0µ = 时式(12)

表示常见的多观测联合稀疏求解问题，当
2

0µ = 时

式(12)仅考虑单个时频点对观测数据的影响和稀疏
度之间的平衡。

1

µ 和
2

µ 的取值过小则噪声抑制能
力弱，取值过大会消弱真实信号处的幅度，因此其

合理取值非常关键。在介绍 AL0算法前，本文首先
分析

1

µ 和
2

µ 的取值准则，在分析时不考虑噪声的
影响，且频率集包含在字典集中。 

3.1  
1

µ 取值分析 

式(12)的 L(X)可以表示为 

( ) ( )2

1 2

2,02 0

1

K

k k k

k

L µ µ
=

= − + +
∑

X y Wx x X  (13) 

假设
2

0µ = ，令 

 ( ) 2

1

2 0

k k k k

g µ= − +x y Wx x  (14) 

则有 

 ( ) ( )
1

K

k

k

L g

=

=
∑

X x  (15) 

X 使 ( )L X 最小等价于 ( )argmin

k

k k

g=
x

X x· 。

所以可以参照式(14)来分析
1

µ 取值。 

结论 1  信号幅度为 1 时，
1

Pµ ＜ 是保证真实

的时频点处非零的必要条件。 

证明  假设观测数据段 ( )
1

exp j2π j

k p

tω ϕ= +y 。

当
0

0

k

=X · 时，即 0

k

=X · ，此时 ( ) 2

2

k k

g =X y·  

P= ；当
0

0

k

≠X· 时，容易证明存在 ( )
1

j

,

 

0,

k

i p

e

i

ϕ =


=




X· 其他

使得 ( ) ( )
0

1

0

min

k

k k

g g µ
≠

= =
x

X x· 。若要保证真实的时频

点处非零，等价于 ( ) ( )
0 0

0 0

min min 0

k k

k k

g g

≠ =
− ＜

x x

x x ，即 

 

1

0Pµ − ＜  (16) 

故
1

Pµ ＜ 。得证。 

当观测数据段
k

y 中包含频率跳变点时，在估计

时频分布时希望用持续时间较长频率来代表该段
数据的频率。设

k

y 的前 L个点对应频率
1

p

ω ，后

P L− 个点对应频率
2

p

ω ，即 

 ( )
( )
( )

1

2

1

2

exp j 2π , 0

exp j 2π , 

p

k

p

p p L

p

p L p P

ω ϕ

ω ϕ

  + ＜
  = 

  + ＜
 

y

≤

≤
 (17) 

其中，
1

ϕ ，
2

ϕ 表示相位，不失一般性假设
2

P

L≥ 。

若要此时频率近似为
1

p

ω ，则要求 

 

( ) ( )
( ) ( )

0 0

0 0

1 0

1 2

min min 0

min min 0

k k

k k

k k

k k

g g

g g

= =

= =

 −

 −

x x

x x

x x

x x

≤

≤
 (18) 

其中， 

 ( )
0

0

min

k

k

g P

=
=

x

x  (19) 

( ) ( )

( )

( ){ }

0

1 2

11 12 1

1

2

11

1

2

12

1

min min

1

1 2 cos

k

k

L

p

P

p p

p L

g g g

g a

g a a p

µ

ω ω ϕ

=

=

= +

= + +

= −

 = + − − + ∆
 

∑

∑

x

x

 

(20)

 

( ) ( )

( )
( ) ( )
( )

( ) ( )

0

1 2

1 2

21 22 1

2

2

2

21

1

2

2

22

1

min min 2

1

2 1 cos

1

2 1 cos

k

k

L

p

p p

P

p L

p p

g g g

a b

g

a b p

b a

g

b a p

µ

ω ω ϕ

ω ω ϕ

=

=

= +

= + +

 − + − =  
 − − + ∆   

 − + − =  
 − − + ∆   

∑

∑

x

x

 

(21)

 

1 2

ϕ ϕ ϕ∆ = − ， 式 (20) 中 ( ) 1

j

1

e

k

p a=X ·
ϕ ，

( )
2

0

k

p =X · ； 式 (21) 中 ( ) 1

j

1

e

k

p a=X ·
ϕ ，

( ) 2

j

2

e

k

p b=X ·
ϕ 。因为 ϕ∆ 值与每跳初始相位有关，

当 ( )
1 2

2πLω ω− ＞ 时 ( ){ }
1 2

1

cos 0

L

p

p

=

− + ∆ ≈ 

 

∑

ω ω ϕ ，

因此可以忽略式(20)、式(21)中余弦项的影响，当

( )
0

k

g

a

∂
=

∂
x

，
( )

0

k

g

b

∂
=

∂
x

时，式(20)、式(21)取最小

值，经计算得 
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 ( ) ( )
0

2 2

1

1

min

k

k

P L

g

P

µ
=

−
= +

x

x  (22) 

 ( ) ( )
0

1

2

min 2

k

k

L P L

g

P

µ
=

−
= +

x

x  (23) 

根据式(18)的要求得 

 

( )

( ) ( )

2 2

1

2 2

1 1

2

P L

P

P

P L

L P L

P P

µ

µ µ

 −
 +



− −
+ +

≤

≤

 (24) 

因为
2

P

L ＞ ，故式(24)等价于 

 
1

4

Pµ ≤ 且
1

4

Pµ ≥  (25) 

经过以上推导可得结论 2。 

结论 2  样当观测数据段 y

k

中包含频率跳变

点时，如果在估计时频分布时希望仅用持续时间
较长频率来代表该段数据的频率，

1

µ 的最优取值

为
4

P

。 

实际上 ( ){ }
1 2

1

cos

L

p

pω ω ϕ
=

− + ∆ 

 

∑

的值在一定

范围内变化，可正可负，受该项影响，并不能保证

仅用持续时间较长频率来代表该段数据的频率，所

以该方法在跳变点估计时会存在一定误差。综合结

论 1和结论 2可知，为了提高跳变点的估计精度，

1

µ 的最优取值为
4

P

。 

3.2  
2

µ 取值分析 

假设
1

0µ = ，令 

 ( ) ( )2

2

2,02

1

K

k k

k

g µ
=

= − +
∑

X y Wx X  (26) 

从式(26)可以看出，
2

µ 是矩阵 X 行向量 2范

数的约束因子，与 X 中非零行数有关但与非零行
内的非零个数无关。设矩阵 X 第 p行包含 K

′个真

实时频点对应的元素，若要保证该行元素非零则

要求 
 ( ) ( )

2,0 2,0

1 0

min min 0

k k

g g

= =
− ＜

X X

x x  (27) 

因为 ( )
2,0

0

min

k

g K P

=
′≈

X

x ， ( )
2,0

2

1

min

k

g

=
≈

X

x µ ，所

以式(27)要求，
2

K Pµ ′＜ 。实际中考虑到噪声的影

响，可根据实际情况设定 [ ]
2

,  0.2 0.7KPµ α α′= ∈ ，

K

′为单个频率上跳频信号的持续时长。 

4  近似 l

0

范数算法原理 

现有较为成熟的稀疏信号重构方法中，近似 l

0

范数（AL0）方法具有需要样本少，分辨精度高且

计算量小的优点[10,11]。AL0采用平滑的高斯函数近

似 l

0

范数，然后通过最速下降法求解近似 l

0

范数重

构稀疏信号。 

AL0算法引入高斯函数来近似 l

0

范数 

 
2

2

( ) exp( )

2

s

f sδ δ
= −  (28) 

当δ 近似为 0时，有 

 ( )
0

1

N

i

i

N f x

=

− ≈
∑

x  (29) 

因此，利用式(29)近似 l

0

范数来表示信号 x的

稀疏性，则单观测稀疏重构问题可转化为求解高斯

和函数的最小化问题 

 
( )

2

2

1

2

2

min exp

2

min   

N

i

i

x

F Nδ δ=

  
  = − −  
  


−

∑

x

x

x

y Ax

 (30) 

考虑引入罚函数因子λ把带约束的 l

0

范数最小

问题通过转化为无约束最优化问题，然后用最速下

降法求解。无约束最优化问题可表示为 

( ) ( )2

2

1

ˆ

min

n

i

i

L n f xδλ
=

  = = − + −  
  

∑

x

x x y Ax  (31) 

最速下降方向为目标函数 ( )L x 的共轭梯度方

向[11]，复数变量 x的共轭梯度定义为 

 
*

R I

( )

1 ( ) ( )

2

L

L L

i

 ∂ ∂ ∂= + ∂ ∂ ∂ 

x

x x

x x x

 (32) 

其中，
R

x 和
I

x 分别表示复数向量 x的实部和虚部，
*

x 为 x的共轭。则 ( )L x 的共轭梯度方向 ( )L∇ x 为 

 
( )2

2

* * *

( )

( )

( )

F

L

L

δλ
∂ −∂∂∇ = = +

∂ ∂ ∂

Ax y

x

x

x

x x x

 (33) 

由 ( )F xδ 表达式，可得 

 
R

R

( )F∂
=

∂
x

Λx

x

δ  (34) 

 
I

I

( )F∂
=

∂
x

Λx

x

δ  (35) 
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其中，对角阵
( )2

2

1

,

2

/ 2

exp

i i

x δ

δ

−
=Λ 。 

根据 ( ) ( )2 H

2

− = − −Ax y Ax y Ax y ，可得 

 ( )
2

H

2

2Re

R

∂ −
 = −
 ∂

Ax y

A Ax y

x

 (36) 

 ( )
2

H

2

2Im

I

∂ −
 = −
 ∂

Ax y

A Ax y

x

 (37) 

将式(34)～式(37)代入式(33)可得 

 ( )H

1

( )

2

L λ∇ = + −x Λx A Ax y  (38) 

计算式(13)中 ( )L X 共轭梯度方向 

( )H

1 1 2 2

1 1

( )

2 2

L λ λ∇ = − + +X A AX Y Λ X Λ X⊙  (39) 

其中， ( ) 2

1

fδ δ=Λ X ；
2

Λ 为对角阵，第 n个对角

元素为
( )2

2

2

2

/ 2

exp

n

δ

δ

− X ·

。AL0算法的详细步骤参

照图 1，依次取 [2,  1,  0.5,  0.2,  0.1,  0.05]=δ 。 

输入：矩阵 A，测量值向量 y 

算法步骤： 

step1 令初始值 (0)

x 为 =y Ax的最小二乘解， 

即 (0) T T 1

( )

−=x A AA y ； 

Step2 选择一组下降序列
1 2

[ ]

J

δ δ δ… ；令收敛准则 

为ε ，选择参数λ； 

Step3 算法迭代： 

for 1, 2,j J= …  

令
j

δ δ=  

Step4 用最速下降法最小化函数 ( )Fδ x  

while ( ( ))

j

norm L δ∇ ＞x ε  

确定步长u使得： 

( ) ( )( )F u L Fδ δ− ∇ ＜x x x ； 

沿梯度方向更新： 

( )u L= − ∇x x x ； 

end 

令 ( )j =x x  

end 

step5 输出结果： ( )

ˆ

J=x x  

 

图 1  含噪 AL0算法 

5  算法仿真 

本节将通过仿真验证 AL0 算法在求解跳频信

号时频图时的有效性。仿真 1以单跳频信号为例，

在 0dB 和−5dB 时分别比较本文方法获取时频图与

STFT方法、WVD方法、SPWVD方法做比较，说

明本文算法的优势。仿真 2是以多跳频信号为目标，

证明本文算法能够适应多网台情况。 

仿真 1  单跳频信号时频分析仿真 

频率集个数 64P = ，网格均匀划分，频率集

2π , 1,2, ,

p

W p P

P

 = =
 

 

… 。观测数据采样点长度为

1 000，跳频周期为 300点，第一跳的持续时长为 200

点，各跳的频率依次为[ (10), (15),W W (8),W (12)]W 。

第一跳的对应的数据可表示为 

( ) ( )
1

exp j 10 j , 1, ,200s t a W t t= + = 

 

…φ  (40) 

改变式(40)中时间、频率和初相的取值即可表示
其他跳数据，本文仿真中取 1a = ， [0,2π]∈φ 随机

取值。 

信噪比为 0dB 时本文方法和其他 3 种方法得到

的时频图如图 2 所示。降低信噪比为−5dB，各种方

法时频分析效果如图 3所示。 

 

图 2  信噪比为 0dB时单个跳频信号时频分析结果 

 

图 3  信噪比为-5dB时单跳频信号时频分析结果 
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仿真 2  多跳频信号时频分析仿真 

在仿真 1的基础上在增加一个跳频信号，跳频

周期为 300点，第一条的持续时长为 100点，各跳
的频率依次为[ (8), (18), (10), (15)]W W W W 。信噪比为

0dB，3种方法时频分析效果如图 4所示。 

 

图 4  信噪比为 0dB时多跳频信号时频分析结果 

从以上 2组仿真的结果可以看出本文方法性能

明显优于现有时频分析方法，获得的时频图不仅能

够抑制噪声和交叉项的影响，且能够适应多信号。

利用本文方法获取的时频图可以更好地完成跳频

信号的检测和参数估计。 

6  结束语 

本文的重点在于提出了一种基于稀疏重构的跳

频信号时频分析方法，该方法充分利用跳频信号的时

频稀疏特性，将跳频信号的时频分析问题转换为用

AL0算法求解稀疏重构问题。试验结果表明本文方法

能够很好地抑制噪声和交叉项的影响，在低信噪比情

况下获取清晰、高聚集度的时频图，且能适应多网台

跳频信号，时频分析结果较常规方法具有明显优势。

另外，本文方法也可应用与于压缩采样的跳频数据，

在压缩采样情况下的分析效果有待进一步研究。 
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